o Seguidament escriviu l’expressié simbolica
amb les icones.

e En acabar, seleccioneu tot el text de la fér-
mula i copieu-lo a la carpeta.

e Feu Esc per sortir del marc de 'equacié... i
esborreu el marc.

e Vigileu on ha anat el cursor i torneu-lo a por-
tar, si cal, al lloc on ha d’anar la férmula.

Problemes

e Cliqueu la icona d’enganxar... i ja tindreu en
el vostre text la férmula escrita en LaTeX.

Si feu aixd amb totes les férmules del vos-
tre escrit i, en acabar, guardeu el document
com a ASCIIL.. ja tindreu un document que
amb una mica de bona voluntat (per exemple
a SCM/Noticies) us acceptaran com a La-
TeX perqueé, de tota manera les condicions «de
contorn» i els realgos de text els posara ’editor
com a ell li plagui!!!

XXXIMI Olimpiada Matematica

Fase catalana (13 i 14 de desembre de 1996)

1. Amb dos filferros de 1996 cm de llarg cadas-
cun, dos filferros de 1997 c¢cm de llarg cadascun
i dos filferros de 1998 cm de llarg cadascun es
construeix un tetrdedre de manera que les sis
arestes resulten ser tangents a una esfera. Ra-
oneu en quina posicié relativa hem situat les
arestes.

2. Un rellotger molt de la broma té a
I’aparador de la seva botiga un rellotge amb les
dues busques -la minutera i I’horaria— exacta-
ment iguals. Quasi bé sempre una persona que
s’hi fixi una mica pot deduir quina és la busca
horaria i quina la minutera i deduir, doncs,
quina hora és. Tanmateix, perd, en alguns casos
aixo no és possible. Si en aquests casos s’escull
a l'atzar una busca com a horaria i I'altra com
a minutera i ’eleccié és incorrecta es cometra
un error en la lectura de ’hora. La diferéncia
més curta entre I’hora llegida i I’hora real no
pot ser en cap cas superior a les sis hores.

a) Descriviu les situacions en qué no es pot sa-
ber quina hora és.

b) Estudieu quin és el maxim error que es pot
arribar a cometre i a quina hora es produeix
aquest error maxim?

3. En una bossa hi ha n boles blanques nume-
rades de I'1 al n; n boles vermelles numerades
de I'l al n; n boles blaves i numerades de 1’1
al n i n boles grogues numerades de 1’1 al n,
essent n > 4. Es treuen quatre boles d’aquesta
bossa totes alhora. Estudieu, segons els valors
de n, quins dels esdeveniments segiients
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A = {treure totes les boles del mateiz color},

B ={treure quatre boles amb nombres correlatius},
C ={treure tres boles d’un ‘mateiz nimero i lalira
no}

és més dificil que es doni, és a dir, té una pro-
babilitat més petita.

4. Sigui C un con recte de radi r i altura
h. Sigui V el vértex del con i AB un didme-
tre qualsevol de la base circular. Els plans P,
parallels a la generatriu V A del con, que tallen
la base circular del con segons cordes M N, per-
pendiculars al didmetre AB, tallen la superficie
cOnica segons una parabola. Trobeu quina ha
de ser la distancia d de la corda M N al centre
O de la circumferéncia de la base per tal que
I'area de la secci6 de P amb C sigui maxima.

5. Al pla definim un sistema de coordenades
rectangulars. Calculeu ’area del recinte solucié
del sistema d’inequacions segiient:

{I\/??y-gl

6. Busqueu els nombres complexos « tals que
els afixos dels nombres a, a?,a®, o siguin els
vértexs d’un trapezi.

7. Hi ha una férmula que déna 1’drea A d’un
triangle del pla que té els vértexs en punts de
coordenades enteres com a funcié lineal

A=al+bC+dV

on [ representa el nombre de punts de coor-
denades enteres que sén interiors al triangle;




C, el nombre de punts de coordenades enteres
que queden situats sobre els costats del triangle
i V = 3 el nombre de vértexs de coordenades
enteres. Deduiu-la, a partir de I’analisi d’alguns
exemples, i demostreu-la.

8. Anomenarem poligon miztilini una regié
tancada del pla limitada per costats que poden
ser segments o arcs de circumferéncia.

Els angles del poligon miztilini es mesuren
en graus i sén els angles determinats, en cada
veértex, pels costats (en cas que siguin segments)
iles tangents tracades pel vértex als costats que

sén arcs de circumferéncia.
Els costats del poligon es mesuren també en
graus, de la manera segiient:

e segments, 0°.

o arcs de circumferéncia amb la concavitat cap a
l’interior del poligon, el nombre de graus que me-

sura l’arc, comptats positivament.

arcs de circumnferéncia amb la concavitat cap a
I’exterior del poligon, el nombre de graus que me-
sura l’arc, comptats negativament.

L’esquema adjunt il-lustra el que s’acaba de dir.

a) Demostreu que si un poligon té n costats,
els angles sén Aj, Ag,...,A, i els costats
A, Ag, ..., A, es verifica:

Aj+ Ao+ +A, = o1+as+. +o,+(n—2)-180°

Demostreu que si els tres costats d'un trian-
gle mixtilini tenen un punt comi que no és
un vértex, lavors

a; +ag +az=0°

Si tenim un angle miztilint A inscrit en una
circumferéncia, calculeu A en funcié dels cos-
tats o, B 17 del, triangle que queda determi-
nat a la circumferéncia.

Problemes proposats

Esperem les vostres solucions dels proble-
mes que proposem seguidament. La redac-
cié6 n’escollird algunes per a publicar-les al
SCM /Noticies/7.

A20. De quantes maneres es pot descompon-
dre un enter positiu n en suma d’enters positius
més petits si considerem diferents aquelles su-
mes que o bé contenen sumands diferents o bé
difereixen en 'ordre dels sumands?

(Per exemple el 3 té tres descomposicions:
1+14+1,1+2,2+1)

Solucions

A21. Un tauler d’escacs 6 X 6 s’omple amb
fitxes de domino (2 x 1) ben coHocades, és a
dir, ocupant dos quadradets. Demostreu que
sempre és possible tallar el tauler en dues parts
mitjancant una linia recta que no talli cap fitxa.

A22. Donat un triangle ABC, tracem les
dues bisectrius corresponents als angles A i B.
Pel vértex C, tracem les paralieles a cadascuna
d’aquestes bisectrius 1 anomenem D i E els
punts de tall amb elles. Demostreu que si la
recta DE és parallela al costat AB, el triangle
és isdsceles.

A13. Determineu tots els enters, z,y # 0 tals que

(*+y)(z +¢%) = (z - y)°.

Solucié (Quico Borrell. Institut Salvador Espriu.
Salt). Operant en l'equacié donada queda

y(zly + z + y*) = y(—32% + 3zy — ¢).

Com que y # 0, es pot simplificar i, si ho entenem
com una equacié de segon grau en z, la «solucié»
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és:

_ -z 43zt (z41)
B 4

z(z — 8)

(1)

Per tal que y sigui enter z(z — 8) ha de ser quadrat
perfecte. Si ho escrivim z(z — 8) = k? 1 aillem z,
obtenim

e=4+/(16+k%) (2



1si z ha de ser enter, podrem escriure 16 + k? = 2

o, equivalentment, 16 = (r + k)(r — k) on r i k han
de ser enters.

Si s’estudien totes les possibilitats a partir de
les descomposicions del 16 en factors positius o ne-
gatius s’obtenen com a tnics possibles valors de k
els segiients: +3,-3,0.

L’expressié (2) ens déna els possibles valors de

9,-1,8.

Finalment observem que tots ells ens donen va-
lors enters per a la y en ’expressié (1). Les soluci-
ons, expressades com a parelles (z,y), sén (9, —6),
(9,-21), (-1,-1) 1 (8, ~10).

* ok

Al4. Elssegments AD, BE, CF sén les bisectrius
interiors d’un triangle ABC amb D, E i F sobre els
costats del triangle. Determineu els possibles valors
de Pangle ZBAC si ’angle ZEDF és de 90°.

Solucié (Redaccié).  Situem el triangle al pla
complex fent coincidir el vértex A amb lorigen i
la bisectriu per A amb I’eix real positiu. Posem
£BAC = 20, de forma que B = ce'®, C = be™*,
on a, b, ¢ indicaran els costats del triangle, com és
habitual.

Les relacions de les longituds dels segments de-
terminats per les bisectrius sobre els costats oposats
ens permeten de calcular

be _be
T a+b a-+c

ia —ia

D=

b+ec

(eia_}_eia).
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Si ZEDF = 90°, els vectors D — F'1 D — E sén
perpendiculars i aixd vol dir que el seu quocient

D-FE

_a+c (a+c)e?*+ (a—b)
D-F

a+b (a—c)e?* + (a+b)

ha de ser imaginari pur, és a dir, que és oposat al
seu conjugat. Aixd vol dir

— b2 —c?

(a2+bc)(62ia+e-2ia)+2a2 0)

o bé, tenint present el teorema del cosinus i el valor
de la suma de les dues exponencials complexes,

22(5‘2 + be) cos 2 + a? — 2bccos 2a = 0

d’on resulta que cos %0 = -1/2 i ZBAC = 2a =
120°.

A15. Sigui f una funcié de N a N tal que
f(1) =1, f(2n) = f(n), f(8) = 3, f4n +1) =
2f(2n+ 1)~ f(n) i f(4n+3) = 3f(2n+1) — 2f(n).

Determineu la quantitat de nombres naturals entre
11 2000 fixos per aquesta funcid.

Solucié (Redaccid). S calculem f(n) pels valors bai-
xos de n i escrivim els resultats en base 2, observem
que f, pels valors de n calculats, inverteix Pordre
dels digits de n. Veurem que, efectivament, la funcié
g que inverteix Pordre dels digits en base 2 compleix
les condicions de ’enunciat.

Si A és una cadena de zeros 1 uns, indicarem per
A la cadena obtinguda invertint P’ordre dels digits
de A, zeros a I’esquerra inclosos.

Les dues cadenes A i A tenen la mateixa lon-
gitud. Les condicions g(1) = g(12) = 12
9(3) = g(112) = 11(2 = 3 sén Obvies. Sin = A(g,
llavors 2n = A0z i g(2n) = g(A0(2) = 042 = g(n).

La condicié g(4n + 1) + g(n) = 2g(2n + 1) surt
de I’observacié de 4n-+1 = AOl(z, 2n+1=Alp, de
manera que 10A(2 +A(2 = 1A0(2 La darrera condi-
ci6 surt de 4n +3 = All(; i g(4n + 3) + 2g9(n)

(A11(2)+2g(A(2) = 11A(2+AO(2 = 1A0(2+1A(
3(1A(2) = 3g(Al(z) = 3g9(2n + 1).

Les funcions f i g coincideixen ja que les condi-
cions de ’enunciat defineixen f vinivocament. Els
elements fixos sén els cap i cues en base 2. Entre
112000=11111010000(2 n’hi ha 92: 1 d’unai 1 de
dues xifres, 2 de tres 1 2 de quatre xifres, 4 de cinc i
4 de sis xifres, 8 de set i 8 de vuit xifres, 16 de nou i
16 de deu xifres, i 32 d’onze xifres; d’aquests Gltims
caldr{a excluore’n els 111110111115 i 111111111115
que sén superiors a 2000.




